EULER : Equations différentielles, Courbe Intégrale en classe de premiére (et terminale)

I Que dit le programme :

Programme de mathématiques de premiére S: B.O. n° 7 du 31 ao(t 2000

Premiere S : Dans |le paragraphe Dérivation :

On construira point par point un ou deux exemples d'approximations de courbe intégrale définie par y'=f(t)
et y(to) =Yo , en utilisant |'approximation Df » f ‘(g)Dt.

1. Définition du nombre dérivé, dela fonction dérivéef ' :

Fonction dérivable en un point. Nombre dérivé
Soit f une fonction définie sur | un intervalle contenant X, un nombre. Les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

& 0 +h) - F0g) 6_

pour tout h tel que xo+h appartienneal, f(x, +h)="f(x,)+h" f ‘(x,) +hj (h) avec
limi (4 =0.

Définition : a est appelé nombre dérivé def en x,. On note : f'(xo)=a.
Remarque : la deuxieéme forme est une approximation affine de f, que I’ on peut appeler ‘ dével oppement
limité d' ordre 1 def en xy'.

Pour utiliser laforme demandée par e programme officiel, Df » f (8Dt il reste adéfinir h comme
Dt ou Dx.

1ym=1ftye)

Les équations différentielles rencontrées au lycée seront de laforme

i
TY(t) = Yo
1 fty®)=1(@1 1
en premiere: | exemple f(t) = 5
TY(t) = Yo 1+t
_ i ft,y(t))=ay+b abreéds
enterminde |
T Y(t) = Yo
1. « LE » tableau des dérivées usudlles:
Fonction, Ensemble de Ensemble de dérivation | Nombre dérivé en X, Fonction dérivée
définition
R, x® k (kréd) R 0 X® 0
R, X® X R 1 X® 1
R, X® X R 2Xo X® 2X
R, X® X R 3%y X® 3%
R, x® X" R nx X® nx"!
IR*
R, x® E - iz X® - iz
X X, X
[0;+¥[, x® 4[X [O; +¥[ 1 «® 1
25 20
X® sn(x) R cos(X,) X® 009X)
" X® cos(X) - sin(x,) X® - sin(x)

Ce qui peut donner I'idée que : SI dans un sens ALORS peut étre que dans |’ autre... pourquoi pas ? Le
probléme (en dehors d’ ensembles de définitions ajustifier ) ¢’ est que nous N’ avons pas idée (les éléves) de
ce qui correspond aux fonctions que nous N’ aurions pas dérivées. D’ ou, une méthode qui ne donne pas la
fonction mais semble approcher sa courbe représentative, nous pouvons en connaitre la forme (variations),
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ains qu’ une approximation ponctuelle. On rejoint I’ expérimentation en physique : sur un intervalle, j'a
guelque chose qui décrit assez bien le phénomeéne éudié. En dehors de cet intervalle tout n’ est que
supputation.

V. Méthode d’ Euler de construction de la courbe intégrale d’ une fonction donnée :

1. Description dela méthode :

L’ une des définitions du nombre dérivé s écrit : pour F définie sur I, pour tout h tel que xo+h appartienne a
I, F(%+h) =F(x,)+h" F'(x,)+h (h) avec Li®nO1j (h) =0. (On posera pour lasuite F'(x) = f (X))
Euler se dit que s ledernier terme ‘est nul’ (carh et j (h) le sont pratiquement, donc leur produit I est
encore plus), il peut €crire F(x, + h) =F(x)+h" f(x,), quil considere comme une formule de

récurrence, ¥, =Y, +h” f(x,), ot h est le pas choisi, le point de départ M, (% ; Yo) sur la courbe cherchée
étant donné. |l définit alors une suite de points M;, M, ..., M, par application de cette formule de récurence
généraiste, v, =Yy, +h™ f(x).

Remarque : s Mg est bien
sur lacourbe intégrale
solution (maisinconnue)
del’équation différentielle,
M lui est un point
approché qui setrouve sur
ladroite affine de
coefficient y'(xo), c'est a
diresur latangente ala
courbe solution, puisM»,
comme les suivants, est
sur une paralléle ala
tangente ala courbe
solution.

hi

Remarque :
Yo = Yor Th (X)) = Yo 7 FOX ) +h° (X)) enremplagant y., par yn... En poursuivant
I"écriture nousaurons y, =y, +h” f(x,)+h” f(x)+h” f(x)+..+h" f(x,_,),cestadireque s

tous lesy; sont positifs on ay, - Yo = Somme des aires des rectangles de largeur h et de hauteurs f(xo), f(x1),
f(X2), ..., f(X,1). Ce qui permet de faire le lien avec l'intégrale comme aire sous la courbe.

2. Application, partir du connu... et « alamain » (utilisation d’un tableur par exemple) :

Remarque : j’ utilise plus souvent un tableur qu’ un programme, parce que seule laformule de récurence est
aprogrammer dans le tableur. L’ incrémentation étant assurée par la recopie des cellules. Ma préférence va
toutefois ala ‘belle’ programmation.

3
Sur 1=[0; 3] nous savons que % =3x?, donc partir de 3x* pourrait « logiquement » retomber sur X (une
bonne raison pour appeler x® 'fonction primitive' de 3¢%). (< et 3¢ définies sur R).

d(

3
: X+ . . . ‘ -
Nous faisons remarquer gue TD =3x? aussi. Une bonne raison pour devoir déclarer ‘la condition

initiale'.
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Rappel : quelques notations : je note F la fonction inconnue dont je cherche la courbe intégrale, et
F'(X) = f (X) lafonction connue, y, |’ ordonnée du n®™ point ‘ approché'.

. N . 1y'(x)=3x* _
Soit arésoudre I'équation différentielle : | y((O)) 1 sur I'intervalle I=[0; 3].

Tylv)=

Ce qui se traduit par : nous cherchons la courbe représentative de la fonction faussement inconnue F(x),
dont la dérivée serait F (x)=Ff(x)= 3x* sachant que F(0)=1.
Nous connaissons la réponse.

Que dit laméthode d’ Euler ? le premier point de la courbe intégrale My (Xo ; Yo) st connu, appliquer la
formule de récurence d’ Euler (donnée pour le premier point, puisgue le tableur la récopie avec

incrémentation dans les cellules suivantes) : 'y, =y, +h" f(X,) traduit par ‘en cellule B3 formule

‘=B2+3A2/2*E$3'.

atlrers1c| || Pasdedifficultés particulieres.
E F Touteslesformules :
B3+l | A2 =E1; B2:=E2;
z @ 1 1
3 =] 1. Fas h S 1.125 - . .=
o B O I T I L v 23] A3:=A2+ES$3; B3:=B2+3A2"2*E$3
=] 1.5] 2.875 Fewa= |x32+1 | 4,375 . . .
3 Z.| 6.25 3. | (Encolonne F nous calculons les images des abscisses par lafonction
HI 1 e.5lds.d0 12.223| ‘inconnue maisconnue'), F2 : =A2°3+1.
T B———TY T FIRE Recopier cesformules vers le bas. Passer alareprésentation graphique.
dl Defin Flokd Ml Consell : désélectionner les éventuelles fonctions de |’ éditeur graphique,
Mamk. oher mettre en Y1 lafonction ‘connue’.
o= = L . . . .
= Définition de lareprésentation graphique (pour |’ approximation de la

Figh. fapoked Migh 4

!._Ise .Fr‘eq and E,:at:e;;;or‘ies‘? HO =+ courbe intégra]e par EUIer)-
Ne pasoublier d appuyer sur __ , car contrairement aux 83, les
N informations ne sont validées qu’ acette condition.

gl ke

Enter=SAUE ESC=CAMCEL

AN BAD_AUTO FUNLC Appuyer alors sur .

Letracé ‘par segments’ est intéressant.

iw

En mode trace nous retrouvons les coordonnées cal cul ées.

Remarque : je demande I’ affichage de petits ‘' +' sur la courbe obtenue a
partir de la méthode d’ Euler (pour la suite aussi).

Lavariation du pas est recommandée. .. (ci-dessous).

HMAW ERD AUTO FUMC

FT e L e o F [Fieesstatlrera1c] || C estsurleméme |'ntervalle [O; 3] par pasde0,1. (il faut recopier les
exp JA E C |o E F cellulesverslebasjusqu’ en ligne 32).
L . ui - xg 'i' ><"3+11 Rapidement préparé, il suffit de déclarer la zone utile pour le graphique
. Pa T —T 1551 (deA2aA32et B2aB32).
2| 1.863]  |F'=f= [3x°2 | 1.008
3 1.815]  |Fimo= [w"3+1 | 1.027
4 1
5 1

1.042 g
125

1.09

C'’est net, diminuer |e pas permet de mieux approcher la solution (qui ici
est connue).

MAIW EAD AUTO FUMC

3. Utilisation d’un programme (le construire avec les ééves) :
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Le programme officiel demande aux éléves d avoir une calculatrice programmable et de savoir s en
servir... maisil n'est pas prévu que quelqu’ un le leur apprenne !

J utilise directement les programmes (T1 89, 92 et 200) congus par Rémi COSTE cahier Tl « interaction
Sciences Physiques - Mathématiques : Euler », pour les classes de 17° et T*°. Pour les versions 83, voir sur

la méme brochure.

Prgm euler_1 Prgm euler_t

" courbe int&grale par Euler " Equa diff ler ordre par Euler
’ Réni Coste ” Réni Coste

setFold(euler) setFold(euler)

CIr10:ClrHome CIr10:ClrHome

Dialog Dialog

Title 'Courbe intégrale y"=f(x) par la méthode

d Euler”

Text "Entrez f(x)"
Request "f(x)",fF
Request "xO0 initial”,xii
Request '"yO initial",yii
Request ''xm max'',xmm
Request '"p pas'",hh

DropDown "‘Tracer une courbe™,{"'Non","Oui'},n

EndDlog

Delvar x

expr(FP))»f
expr(xXii)»xi
expr(yii)»yi
expr(xmm)»xm
expr(hh)»h

XI»X

yi»y
seq(X,X,Xi,xm,h)»listl
{O»list2

While xexm
augment(list2,{y})»list2

Title "Equa. diff y"=ay+b par la méthode d"Euler"
Text "Entrer a"
Request "a',aa
Request "b",bb
Request '"x0 initial",x
Request "y0 initial",yii
Request "'xm max',xmm
Request '"'p pas',hh
DropDown "Tracer une courbe",{"Non","Oui''},n
EndDlog

Delvar x

expr(aa)»a

expr(bb)»b

expr(xXii)»xi

expr(yii)»yi

expr(xmm)»xm

expr(hh)»h

XI»X

yi»y

seq(X,X,Xi,xm,h)»listl

{»list2

While xe&xm

y+F*h»y augment(list2,{y})»list2
X+h»X y+(@*y+b)*h»y
EndwWhile X+h»x
1»xscl EndWhile
1»yscl I»xscl
PlotsOff 1»yscl
FnOff PlotsOff
NewPlot 1,2,listl,list2,,,,3 FnOFfF
ZoomData NewPlot 1,2, listl,list2,,,,3
If n=2 Then ZoomData
Dialog If n=2 Then
Request '"Entrer la fonction',g Dialog
EndDlog Request "Entrer la fonction",g
expr(@)»y1(x) EndDlog
DispG expr{g)»yl1(x)
Endlf DispG
EndIf
Pause
DispHome Pause
DispHome
EndPrgm
EndPrgm

Exécution du programme (euler_1)

1

Entrez fix

= = = =
- § Courbe inkedrale W=Fix) par 10 methods d'Euler ™

fixrs [Ex"2

®E initial:

| (=]

gl initial:

®m maxi 3

p pas: [.5

Tracer une courbe Oui+

EW —

—, “Enter=0k ESC=CAMCEL
rer—pemrer—rery———————————

EULEF ERD AUTO = FUME 1./20

Tout est écrit... difficile defaire plussimple.

Unefoisvalidé, la courbe (approchée) s affiche immédiatement. On
remarquera que le programme désactives les fonctions de |’ éditeur
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Letracé est rapide... (peu de points acalculer).

- L e programme demande lafonction « contraire de la dérivée » si nous
Entrer la fonction: I ,
Enter=0K ESC=CANCEL ) avons prevu.

Affichage et comparaisons.
Il est plus que conseillé de faire varier le pas (comme pour I’ utilisation du
tableur).

Ici avec un pasdeO,1.

Laméthode (d' Euler) est intéressante, |’ approximation obtenue d’ une
fonction « contraire de la dérivée » est trés bonne (plus on diminue le pas
et plus on se rapproche, donc...).

Ne pas oublier (plus loin dans e texte) de montrer un ou plusieurs contre-
exemple(s).

EULEF: AL AUTO FUHE IF rill < E]

Utiliser alors des fonctions « hors tableau », qui ne permettent pas une liaison évidente entre dériveée et
fonction de départ.

V. Prolongement pour la classe de 1%°, une fonction " horstableau" , la fonction L ogarithme,

Laméthode d’ Euler est proposee pour obtenir une approximation de courbes intégrales solutions

d équations différentielles que I’ on ne sait pas résoudre. (Ou serait I'intérét sinon ?). Ce qui permet, entre
autre, d’ apercevoir les fonctions logarithmes et exponentielles alors qu’ en premiere elles sont inconnues par
lecture inverse du tableau des dérivées.

Si lafonction exponentielle répond aune ‘curieuse’ définition (pour |’ obtenir en tant que solution d’ une
équation différentielle) qui recherche une fonction étant sa propre dérivée, lafonction logarithme s obtient a
partir d'une ‘exception’ sur une fonction explicite.

Le tableau ne permet pas de ‘remonter’ ala (une serait plus exact...) primitive de 1/x. Pourtant, nous (les
éléves) sommes capables de tracer une courbe approchée (sans prétention) seulement par I’ utilisation du
cours d' é&ude des fonctions, dérivation.

Posons e probleme : soit achercher la courbe intégrale (une approximation) solution de I’ équation

Doy — sy 1
ditferentiele | YV =10 =

ty(t,) =y, =0pour t,=1
Remarque : il serapossible d’ observer ce qui se passe sur ]0 ; 1] par réflexion (=cogitation, pas par
symétrie !).

sur I'intervalle [L +¥[ (enrédité sur 1=[1; 3] par exemple).

Lafonction x® 1 est connue. Ci-dessous sa courbe (sur un intervalle volontairement supérieur ace qui
X

serait nécessaire).

Constatations (pour lapartie dans |’ intervalle d’ étude) :
Elle est dans e 1% quadrant, donc positive (strictement) tout le
temps. Lafonction dont elle est la dérivée est croissante
(strictement).
Ses valeurs sont de plus en plus petites... donc lacourbe de la
fonction dont elle est |a dérivée monte de moins en moins !
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Application :
partant du point (1 ; 0), ¢’ est une courbe qui monte toujours, mais
de moins en moins.

- d'ouletracé « alamain » d' une approximation de lacourbe dela
fonction intégrale

Tracé machine de LA solution (inconnue en premiére).

Remarque : il est possible de tracer lapartie sur ]0; 1] et d’ entirer
guel ques réflexions et remarques. Cette fonction ne seravue gu’' en
terminal e pour sa définition et ses propriétés. Nous sommes
toutefois capables de laregarder

C'est une méthode ‘de bon sens' qu'il serait souhaitable d' utiliser plus souvent.

Passons aEuler :
R A Choix d’un pas de 0,4 qui donne déjaun résultat intéressant.
sullR E Lesformules:
L gilln %0 il A2:=E1 B2: =E2
2 1 0] 0] o 0]
3 1.4 4. 5oed72|  pas 4
4 1.8].685714]. 5677ET A3: =A2+E$3 B3:=B2+1/A2 C3:=LN(A3)
b 2. 2. 907337, FEE45T
£ 2. 6|1, 05975 955511
7 3.1 1.2436)1. 09261
1= t3i

HMAW ERD AUTO FUMC

Visualisation, ¢’ est plutdt bien (pour un pas aussi grand).

Toujours sur le méme intervalle, avec un pas de 0,2

L =] Ll

1

2 S 2[ 182322 pas
24 FEEEET |, ZTEATE

-]

=]

- SESS24 |, 4FOEESG
634524 SEFFEY
2. . 745635, 633147

"
o+
I

HilN FAD AUTO FUNC

Confirmation de ce qui aété dit précédemment, diminuer |e pas permet
une meilleure approximation.

(il serait temps de montrer des contre exemples ainsi que d autres
méthodes d’ approximation...). C'est plusloin dans le texte.

HMAM EAD AUTO FUMC

VI.  Prolongement pour la classe de 1*°, point de départ en classede T?° : verslafonction
exponentielle.

Laquestion est de trouver une éventuelle fonction qui satisfassey’=y (lafonction est sa propre dérive,
intéressant non ?). Il est indiqué que le programme de la classe de T#° se chargera d' éudier les fonctions
solutions de I’ équation y’=ay+b, a et b réels.
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Posons |e probléme : soit achercher la courbe intégrale (une approximation) solution de I’ équation

1y't) =yt

différentialie | ¥ O =YV
T y(t,) =y, =1 pour t,=0

Remarque : autant F quef sont inconnues ! Pourtant..., commey’ =y, |’ approximation de y donne celle de

y.

Remarque : voir des exercices d' introduction par la physique (relevé de températures, condensateurs...) ce
qui permet de passer de suites géométriques ‘naturelles’ (phénomeéne ponctuel) ala fonction exponentielle
(passage au continu). [des exercices de ce type se trouvent dans le cahier Tl « interaction Sciences
Physiques - Mathématiques : Euler » déjasignal€].

sur I'intervale I=[1; 2].

1. Construction « ala main » utilisation du tableur :

[CFi= v Fe= y.Fem | Fu_ TFE T Far [.Fre 1. FB . T | .
FilelPlot[Edit|unda| § |Funcs|stat|recalc Lesformules:

exe |A E C [u] E F . _1. . — .

:1:%!...431 0 a A2:=E1; B2:=E2;
z & 1 [T 1
= -5 1.5 Pas b -5 A3:=A2+E$3; B3:=B2+B2*E$3
4 1] z.75 u'=y
5 1.5] 3.375 . . . . .
£ Z.|5. 0825 Recopier ces formules vers le bas. Passer ala représentation graphique.
7

AL Ti®

EULEF ERD AUTO FUHC

- Dfing Flok 1 K

S Totalement semblable ace qui précéde.

N BT
A (=T

|, Enter=5ALE ESC=CHHCEL » )

UZE £ AMD # TO OFEM CHOICES

Lerésultat, aprés avoir activé Y;=e(X).

Uneimpression lointaine...

Je recommence avec un pas de 0,05 et |’ affichage du graphique pour les
cellulesA2:A42 et B2:B42.

Pasmal!

——]
I

ULEFR EAD AUTO FUMC

2. Par Programmation : (euler_t) utilisation directe du programme, pas besoin de commenter.

[l Eaua. diff ¥1=ay+b par 10 methodse d'Euler K
-

Entrer a
ar [1
b: [@
xt ?”?t?alf o Entrer la fonchion:
gl initial: |1

um maxi |2 Ent.er=0K ESC=CAMCEL

F pas: [5
Tracer une courbe Oui+
e (Erter=0E ESC=CAHCEL | .

EULEFR EAD AUTO FUHL 0720 ELLEF EAD AUTO FUMC

[

Euler en premiére : page 7/19



Pour obtenir une ‘meilleure’ approximation, utiliser un pas plus petit,
comme par exemple 0,05 utilisé avec le tableur (méme résultat bien
entendu).

Diminuer le pas permet d'obtenir (dans les bons cas choisis commeici...)
une approximation de plus en plusfine.

1

ULER FAD ALTO FINC Fauz

m|

VII.  Pourquoi Euler ?

Rappel : le probleme est 1a recherche d’ une solution d' une équation différentielle. Apres de nombreuses
années d’ études (université), il est dit que (parfois, les cas sont comptés,) des méthodes (pas forcement
simples) permettent de trouver une solution exacte au probléme posé. Souvent, trés souvent, seules des
approximations fournissent une solution acceptable (meilleure que de ne pas avoir de solution ).

D’ autres approximations que la méthode d’ Euler existent. Elles sont souvent meilleures (on peut toutefois
remarquer qu’ elles ont apeu prés le méme principe, qu' eles fournissent une ‘meilleure’ approximation, au
prix de calculs plus importants). Quelques cas seront proposés ci-apres.

Par contre on peut remarquer des méthodes qui répondent ala question avec exactitude. Par exemple,
Newton, pour la mécanique propose atravers ses ‘principes , des solutions qui marchent (acontrario de la
méthode d’' Euler).

Petite comparaison rapide...

Nous considérons que laterre devrait tourner autour du soleil selon une orbite circulaire (C' est

I’ observation).

Nous raisonnons sur de petits intervalles de temps dt, de petits morceaux de trgjectoire. Nous sommes sur
un polygone régulier (les arcs de cercle représentent la solution, en continu, le polygone I’ approximation en
ponctuel). Nous appliquerons les principes de Newton.

Premier temps : le soleil dort. Laterre n’est soumise aaucune force. Premier principe : I'inertie. En
I’ abscence de force la terre continue sur salancée (trgjectoire rectiligne) entre A et B. Euler suit le méme
raisonnement.

B B
C C
A A
D D
E E
‘0 0
F F
Newton temps 1 Euler Explicite temps 1
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Quand laterre arrive en B, elle subit une ‘impulsion’, une force lui est appliquée par le soleil en un temps
‘infinitésimal’ (le soleil serendort juste aprés). Quel est alors son mouvement pendant le deuxiéme dt ? D’ une part ce
qu’elle aurait fait si le soleil I"avait oubliée (parcours du segment [BC']) et d' autre part un déplacement central dd a
I’ attraction ‘impulsionnelle’ subie. La composition des deux retombe sur C (*). Catourne.

(*) : lavaleur du déplacement est ‘celle qu’il faut’. Ce qui compte ¢’ est que depuis C' nous allions sur C en étant
paralléle aladirection de laforce. Cette direction est celle de (BO) ou (BO’). Un peu de géométrie, identifie cette
droite (BO) aune droite des milieux dansletriangle ACC'.

Euler dit environ laméme chose... sauf que le déplacement lié alaforce est pour Newton appliqué au moment du
‘flash’, I'impulsion aeu lieu en B, alors que pour Euler, on part du connu, du mouvement précédent. Laforce est
dirigée de A vers O (et non de B vers O). D’ ou I’ obtention du point C'’ qui n’est plus sur le polygone régulier. Laterre
s évade.

Newton temps 2 Euler Explicite temps 2

Troisieme temps : ils réappliquent leurs méthodes. Edifiant.

Newton temps 3 Euler Explicite temps 3

Confirmation de ce qui précéde. Appliquer chacune des deux méthodes montre leur différence. La méthode d’ Euler
diverge.

Alors, pourquoi Euler ?

D’ abord parce que Newton ne s applique qu’ ala mécanique, il faut attendre Lagrange pour générdiser a
toutes les égquations différentielles de la physique. Et résoudre une équation de Lagrange est hors de portée
de nos éléves.

Ensuite, entre une montre qui donne I’ heure exacte quand elle veut, et seulement ace moment, et une autre
qui donne toujours ‘ approximativement’ |’ heure, le choix devrait étre le méme pour tous.

La méthode est interessante. Il ne faudrait pas S'y limiter. Le complément est riche, et peut déboucher sur
de nombreuses recherches aproposer aux éléeves.

VIII. Descontre-exemples ala méthoded’Euler :
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Lepremier exemple est construit pour ne pas respecter les conditions d’ application de la méthode.

L’ idée serait o avoir un point d’inflexion vertical sur la courbe aapprocher. En O, x° joue du point
d'inflexion horizontal. Je m’ autorise apenser que sur un intervalle choisi, sa réciproque, que j’ arrange un
peu, devrait convenir.

1 .2
Jechoisis F(X) =23(x- D+3=2(x 1)3+3 dors F(x) = f (X) =L=§(x- 1) 3, et décide de

J(x-1)°

travailler sur I'intervalle 1I=[0; 2]. Pour x, =0 nousavons : y, = F(x,) =1.

1 5
- E 2o

[ FEw | FE™ T 1 Few
Trace Regr‘aph Math|Oraw| - f - E 200
1 H=Mmin=E.
HMAK=2.
HECl=
umin=
grax=
yscl=
Hres=

[ Ll Lo

Sur lafenétre indiquée, tracé de la courbe (F
intégrale) de lafonction inconnue que Nous connai ssons.

11, 13, ‘ ' 5 int (imddli
L — e Le mode ‘trace’ permet de repérer le point (in)délicat.

Utilisation du tableur :

i |Fincelstot|refalc ’] Les deux premiéres colonnes pour lesx et y, lacolonne C pour

_ E F 5| faireun peu deplace nette. E1, E2 et E3 contiennent les
1 i a donnéesindiquées par D1, D2 et D3. Dessous, ¢’ est du texte,
z .5 2.] |Pas h .5 indicatif.
; 1}% 3;332? Ec;’;; gfiﬁf 2 iféfé) Undef (cellule B5 ou B6) nerisque pas de se transformer par
£ Z.| undef récurrence (recopie vers le bas) en autre chose que Undef !
7

Al: "xi"™ « Euler est désintégralisé».

ELULEF FEAD AUTO FLHC
Fir Fer Fz= Fu Far F?r E g 1t 1 1 i <] H
Fire P T Tt jubo| % [Fimeslstot Refatc] | Une ' petite’ astuce provisoire, je choisis un pasde 0,4 afin
c_elA E o E F 5 | d éviter detomber sur le point problématique.

i H

i = 0]
% E - é ;E' - i Petite représentation graphique sur I’ image ci-dessous adroite,
. . EES . N . TR v . A
3 B[ az24e] [F'=F= [Brezicfinca Ay APresavoir défini ce qu'il faut afflcher'(ecran‘deg?uche). Je
5 1.2|5.2638| |F= Zix—121c1-3:43 | demande |’ affichage delacourbe solution en ‘gras’.
£ 1.6[7. 603
7 _2.]3.727s
ALz "wi”
EULEF DEG AUTO FUMWC
Defing Flok 2 g 1" |_Fcr FEr FE*
Flot Tore...... t“ xoul ine s x f—|Zoon Tr‘ac,e- Regr‘aph Math|DFaw |-
Mark.eeeaeeaannan
wRange
uRahge

Rigdol sheged Rifritin

i g rnigl nend [
¢ Enter=SAUE ESC=CHHCEL } ]
EULEF hiAD AUTD FUNLC ENLER DE AUTO FUNC

Qui adit ressemblance?  Affinonslepas:

o] 8 Fomesstat [Refalc ’] Je change les conditions.i ni.tialt,es., %0=0,03 et yp=1,02 pour

c_elR E (5] E F 5 ‘sauter’ par dessusle point indélicat.

1 i ] O3 Pour un pas de 0,1, je descends jusqu’ alaligne 22 pour obtenir

z L03] 1.oz[ e 1.0z A it Ame i

3 EM il Par T = Ia\,/al,eur2(2,03 enréalité), donc le méme intervalle que

4 .73(1.4436] |F'=F= |2-iacxf1oi24z) Précédemment.

5 ZE[L.eB1e] Fho= [t a-mi4E

£ L43[1. 9428 ’; . T

= 53]z, 2358 L’image de 2,03 est alors 10,675, loin des 5,02 de laréalité.
Al:  Mudi®
EILER b wTd FURC Contemplons lacourbe’intégrale’ ci dessous.
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1 Fzw FE* T _FG™ HE . . . N ~
el e e eor aphMath(Draw|« & | De laressemblance certes, mais un peu lointaine (amon goit).

Jediminuelepas... Jevouslaisse regarder lesimages.

Remarque : il faut aller (recopie) en A42 puis A102 pour arriver
acouvrir I’intervalle demandé aux pas choisis.

ELLE RAD_AUTO FLHE
=k FL:rEncslS:,?at REFEBalc /_] via Zrnznm Tr*ai:e- Regr‘aph I"Irasth D:*Eau -

c_e|A E C{O E F 5]

1 i 0] 03

2 L0300 1.02) g0 1.082

3 L08)1.1221| |Pas kb A5

4 LA3[1.2278) F'=f= [2o0FCarla™ (2430

] L18)1.3375] Flxd= [2ix—10 013043

& 23[1.4516

I L2801 57T
AL: i —
EULEF: FAD_AUTO FUNC EULE FAD AUTO FLNC Pas 0,05

hoaiz| & FJ%EETEE:REFCEL; /_] via Zoom|Trace Eegr‘aph Math|Oraw| = (7

c_e[A E (O E F IE]

1 gi = O3

2 3 1.02) |g@ 1.02

3 51,8608 [Pas kb E2

4 AP 1022 F'=f= [2-03url a3

=] 091, 1447 [Fiwi= [2Ox—10T01-3043

) 11]1.1868

7 | .131.23

- n = n Ea—

|E:|Ij|_1:n X1 FAD ALTO FOHT FiLE RAD ALTO FURL Pas 0,02

On peut constater que de diminuer le pas, ‘éloigne’ la courbe ‘intégrale’ de larédité. Voir le contenu des
cellules B22 (10,675), B42 (10,96), B102 (11,458) pour chacun destrois cas.

Que donne un regard direct depuis la courbe de la fonction (dérivée) (méthode ‘bon sens’) ?

La courbe de la fonction f (dérivée connue de lafonction intégralle inconnue recherchée).

Lapremiéreimpression est qu'il vay avoir un probléme...
Courbe de la dérivée f coté positif (1% quadrant), lafonction F &
une courbe croissante.

L’ accroissement est de plus en plus rapide (elle monte de plus
en plusfort) Jusqu’ ol ? comment ? je ne sais pas répondre, a
partir d’ un certain point, « il se passe quelque chose».

Essai detracé manuel...

.

L e second exemple est tout auss intéressant :

Ledessin delacourbe de lafonction intégrale s’ arréte car je ne
e sais comment continuer.

-2
sur [1; +¥[ soit arésoudre | l y( )= "t provenant tout smplement de aeiZS =% et que J. M. Ferrara
— %X g X

fym=1

présente sur son site sous une forme équiva ente :
yi()- 3y(t)

sur [1; +¥[ soit aresoudre t3

fy@m=1
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Si I’on utilise laméthode d’ Euler (sur I'intervalle [1; 2,25], par tableur par exemple, voici ce que cela
donne :

. Few EPw U OFE Lesformules :
£ |F Stat|reCal
. = L unc.Es 2 FE' E 5;1 A2: =E1 A3: —A2+ES3
hui i) 1 B2: =E2 B3: =B2+E$3*(-2/A2"3)
Z 1 1] |ao 1
225 o e h 28 Le pas choisi est de 0.25 pour « passer » en négatif
5 | L.75Lo95es] Fimrs [Lrnz suffisamment vite pour le voir désle premier écran.
& 2. |. I0Z56
H; - %.ﬁﬁ Z=EE) Pour x=2,25 la courbe (approximation par |la méthode
FULER T L RAD AUTO FUNC d'Euler) passe |’ axe des abscisses !

LA courbe de 1/x? et le tracé de |’ approximation de la
courbeintégrale (qui devrait y ressembler) obtenu par la
méthode d’ Euler.

Diminuer le pas permet tout de méme de mieux
approcher la solution (contrairement au contre exemple
1 précédent).

2 1 1

] 1.1 8] [Paz h .1 ;i . ;

) ST el F oo o _Pasdfeo,l_surl intervalle[1; 4,5]. Recopier les cellules

5 1.3[.534 | [Foo= 1owz jusqu’en ligne 37.

£ 1.4] 4429¢

Fl 1.5, 37002 Aqati i -

TR L e passage en négatif se produit pour x=3,2.

C_EH
Fa ]
Si I’on cherche acomprendre, danslaformule
(Bn+1 : =By +E$3* (-2/A"3) la quantité négative étant
prise‘avant’ est plus grande que ce qu’ elle devrait...
RS S S S SRR
EUL_C.En FAD AUTO FUMC

Essayons d' appliquer la méthode *bon sens’ :

Tracé de lafonction « dérivée » connue dont on cherche
I'intégrale.

Elle est strictement négative (la courbe de la fonction dont elle
est la dérivée est décroissante, strictement),

Elle est de moins en moins négative, donc la fonction dont elle
est la dérivée descend de moins en moins.

Tracé «alamain » d’'une approximation de la fonction intégrale.
Ledessin delacourbe delafonction intégrale s' arréte

car je ne sais comment continuer...
I ci, nous pouvons « pressentir » unelimite [non
~ vérifiable] qui pourrait étre0...

L etroiseme contre exemple : appliquer la méthode sur un (trop) grand intervalle.
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sur [0 ; +6p] soit arésoudre : y')=-yt) , (penser ay=9n(x)). La recherche de |’ approximation
1y(0) =0 & y'(0) =1
par laméthode d’ Euler est interessante... |l faut en effet appliquer la méthode non seulement ay, mais aussi

ay'.

Fiw Fiwr Fxw FYy FE Far Frr FB .
File|plat|Edit|unes] & [Fumes|stat|ReCalce Lesformules :

eullin B & [0 E | E

i i |ui Elxd Blsimes Poury’ : en B3, B2+E$3*(-C2).

z 1] afud 0 a . "

3 129 1.]-199Pas k |.129]. 15720 Poury : enC3, C2+E$3*B2

4 |.Zval. 964 5raly' '=—y . 36306

S5 .oerl.893[.56 [y'=7 . 5371 Pour un pas de 0,189 recopier les cellules jusqu’ en ligne 102.
& |.vo6l.7er|.723u'a 1].e2602

7 .945. 649878 L2105

1z "i”

EUL_C_EX FAD AUTO FUHC

1 Fzr Fx ] FE+ |_FE™ [FF B A ! 1 i i i A
i SN SER SN W1 Gl L Tra(m)e de I’ approximation qui ne resemble plus vraiment au tracé de
sin(x).

Il est anoter que les autres méthodes d’ approximation ne sont gueres

S VAV meilleures. (11 faut du Runge Kutta d' ordre 4 pour retrouver une

véritable ressemblance, al’ ordre 2 ce n’est qu’ un peu meilleur

qu’'Euler).
EUL_C_EH RAD AUTO FUNE
o1 acs Redr aphiatnlo sl - & |2 Ma cal culatrice posséde une fonction intégrée de résolution
/\ /\ d’ équations différentielles (approximation selon la méthode d’ Euler ou
\/ de Runge-Kuttad' ordre 4, au choix, pas |es deux ensembles).
\ i Les deux écrans montrent la différence de résultat.

EUL_ERFD FRD AUTD DE
e TR AR A
T |zbm|Trace [Redraph MEth Draw]< ¢ |10

Remarque: il n’est pasindiqué les formules utilisées pour obtenir ces
approximations, juste le nom de la méthode.

JANNVA
VARV

EDL_E7FD FAD AITD [

IX. Prolongement pour les classesde 1¥° et T, autres méthodes d’ approximation :
1. fonction explicite :
f éant donnée sur un certain intervalle, I’ équation différentielley’ =f(x,y) avec y(a) = b est équivaente a

y(X)=b+ QX f(t,y(t))dt. Nous pouvons donc utiliser les différentes méthodes de calculs approchés
d'intégralles (ou d' aires).
Remarque : exdlente occasion pour demander |a programmation de ces méthodes !

rectangles agauche : on prend h.f(x) [c'est laméhode dEuler !]

rectangles adroite : on prend h.f(x;+ h)

trapézes : on fait la moyenne des deux !

point médiant : on prend h.f(x+ h/2)

Runge-Kuttad ordre 2 (ou 3ou 4...)

En troistemps : (sur une seule image)
- Lepoint Mg est donné.
Construction (par Euler) de M 1. (il est sur la
tangente issue de M ).
Depuis M 1 construction de M . ALORS, M 4y,
le point recherché est obtenu comme somme

Mo Mo _ .=
+ 1’”7
I
|
|
I

o dt p!odtel dt b desvecteurs MM, et M, M, .

étape 1 étape 2 étape 3
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_Xt X _ Xt X+ 2dt
X 2 2

qui peut s écrire y, =%(yo (e +h (x)) it

Co6té calcul nous avons :

=%, +dt=x,. Puis,

ylr - y0e+ yZe
Y, :%(y0 +(yo +h” (%)) +h" £(x))=Y, +%h(f (%) + f (%)), lorsgue lafonction f est donnée
sous forme explicite.

Un petit coup de tableur appliqué au premier exemple donné sur la méthode d’ Euler : apres un premier
(vair plus haut dans le texte), tous lesy; étant positifs, je peux prendre I'air(e).

A ce qui avait éé utilisé, rgjoutons les colonnes G (rectangles
gauche), H (rectangles droite), | (trapeze), J (point médiant), et
K pour Runge-Kutta d ordre 2 (poursuite du calcul dans la

B
z | @ 1 P
3.5 1.]lPa= k SL.155 1. formule donnée ci-dessus).
4 | 1. L. 375] F'=f= [3="Z 2. 1.375
5 1.5z, 875] [Foeo= [x~3+1]e.375] 2.875
A .
i
Al:
EULER
s R Lesformules:
K L G3: =G2+E$3*3*A2"2.
1 |jrect_glrect_ditrap |pt_med H3: :H2+E$3*3*A3/\2
2 1 1 1 1 1 i _
3 1. 1.375(1. 16751, 0950(1. 1675 13:  =(G3+H3)/2.
4 | 1.375[2. 66752, 0513(1. 9375] 2,175 - =D+ n
5 | 2.675[5. 40634, 1406(4, 2513[4. 5625 ‘]3'. 2 E$313*A2 2 A A
£ | &.25[10.141]g. 1953] 8.5975] 9.25 K3: =K2+1/2*E$3*(3A2"2+3A3"2).
7 | 12.25017.57 [14.91 [16.463]16.938 o o ]
Ki: "Runge 2" Ja misdes‘+ pour |’ approximation par la méthode d' Euler.

EUL_EH_0 EAD AUTO FUHC

Tm(_Fex | F= &) FEw |_FE™ [F7
~ §—|Zoom|Trace|Rear aph|Math|Draw| -

Ja auss mis des petites boites pour reconnaitre la courbe de la

fonction solution.

De bas en haut (un peu compact... les différentes méthodes se

valent presque) : Euler (et superposée la méthode des

rectangles gauche), puis les trapezes, le point médian

(pratiquement superposé ala courbe solution), LA courbe
_— solution (avec des petites boites), Runge (pratiquement

EIL vt AT AIITE FINE superpose ala courbe solution), et enfin, la courbe obtenue par

la méthode des rectangles droite.

Evidement, d’ autres méthodes existent...

Remarque : Euler et Runge Kultta :
Laméhode d'Euler prend la tangente en un point pour trouver le suivant.
La méthode de Runge Kutta d'ordre 2 crée 1 point intermédiaire entre deux relevés expérimentaux.
La méhode de Runge Kutta d'ordre 4 crée 3 points intermédiaires entre deux relevés
expérimentaux.

2. fonctionsnon explicites:

C’est un peu fonction des conditions... les méthodes proposées pour les fonctions définies implicitement
peuvent souvent s appliquer (approximation d une aire, rectangles, trapezes...), vu les limitations données
par le programme officiel (y'=ay+b).

Un exemple d’ équation differentielle afonction non explicite nous éait donné par la recherche de la courbe
1y't) =y

intégrale (une approximation) solution de |’ équation différentielle : y©=y® sur
1 Y(to) =Y, =1 pour t, =0
I"intervalle 1I=[1; 2] (découverte de I’ exponentielle).
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Ici nous pouvons appliquer les méthodes précedentes. En effet, nous ne connaissons pasf(t), mais nous en
avons une valeur approchée (puisque Y'(t) = y(t)). Ce qui dans ce cas facilite bien des choses.

Rectangles gauche ¢’ est Euler. Je passe !
Rectangles droite, il suffit de partir dey; au lieu de yo(sinon, nous aurions un probleme de référence
circulaire).
Trapeze, moyenne des deux précédents.
Point médian, il faut un peu de persévérence... yin=Yoth.y’ (Xoth/2) avecy’=y, et
2

2
Y (o+th/2)=y(%+h/2)=y,+(/2).y o, nousavons:: y, =y, +h" y, +h7' Yo = Yo+ h+%)

Enfin, Runge ordre 2

+v. 6 1 . 1 C s .
Mr:&¥) wegz—(MfF%€+h V') ==(YotYoth y'oth y0+h2 y')
& 2 g 2 2

2 2

Y, =Y, +h"y, +h?’ Yo = Yo(l+ h+%) c'est auss le formule du point médian.

5 [Fooeelsiat|rerstc] | Lesformulestableur : (apartir de rectangle droite)

exp A E C|0 E |F 5
i Hui 0 B|Rect_glRect_d[| Rect d: G2: =E2+E$3*E2 et G3 =G2+G2*E$3.
2 o L - L 1.3 Trapéze: H2:  =(F2+G2)/2.
T e e Pmeédian:  13:  =I2*(1+ES3+E$3°2/2).
=] 1.5] 2.375 3.37315. 8625 Runge idem précédent_
& Z.|5. 0625 5. D257, S95E
7 Z.5[7. 5958 FEERE] RPN

Prendre un pas ‘un peu grand’ sur un intervalle pas trés grand pour
obtenir des différences suffisantes de ces approximations.

1 [Fect_g|Rect _d|Trap |p_med | =lu]
2 1 1.5[ 1.25 i 1 i
3 1.5 2.2511.875[1.625) 1.625[1.649
4 2,25 3752, 813(2. 641 |2 640G(2. F18
5 | 3.375|5. 06254, 2194, 291 4. 291 |4.482
&
7
1

2. 0625[F. 539356, 3286, ITI|6. A7V, 359
7093211, 3919, 40211, 3311 . 331{12. 18

Ji: "Runge 2"
EUL_ERFD EAD AUTO FLUNC
1 Fzr F2 F4 FE™ B At aindi A i ’ i
L T aceRear-aph Mt hDro |- Co_mmg dgaindiqué, avec_d&s petits plus ¢’ est Euler, des pet[tes
boites ¢’ est la courbe solution (que nous ne sommes pas sensés
connaitre).

Debas en haut : Euler (et rectangles gauches) puis trapézes, rectangles
droite, point médian ET Runge, puis la courbe représentative de
I’ exponentielle.

EUL_EXFD KERD AUTO FUHC

Reprenons le sinus (nous ne sommes pas sensés connaitre la solution, ce que nous faisons trés bien).

1y"(t) =-y(t)

Sur [0; +2p] soit arésoudre % y(0) =0 . C est technique... il faut une once de raisonnement, un peu
I ] —
i Y'(0)=1

de technicité dans les caculs, et beaucoup d. C'est technique... il faut une once de raisonnement, un peu de
technicité dans les calculs, et beaucoup d’ attention.

L’ un des problémes ¢’ est de devoir faire DEUX approximations pour un seul résultat. D’ une part obtenir
une estimation de f, et d’ autre part celle de F, ou de sa courbe integralle.

Nous pouvons toujours appliquer les méthodes précédement décrites. Rectangles de gauche et Euler étant
identiques, il ne sont pas répétés. De méme, le résultat obtenu avec la méthode du point médian est
identique acelui de Runge d' ordre 2 (je vous laisse vérifier).
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Rectangles de droite : d’abord pour le calcul de I’ approximation de f (inconnue), puis celle de F.
Pourf:y'y, =Y,th y", ory’'=y,dorsy',, =Vy',- h" Y,. Puis, laformule de récurence :
Vi =Y et h™ Yoy quidevient Y, =y - ™ yg,.
Pour F: Yo, =Y, +h" y'y, . D’oudirectement y,, =y, +h” y',.

Trapézes... voir ce qui précéde ! ¢a ne change pas.

Point médian:

2
Pourf:y' . =y,+h y"gF +E -h’ yogﬁﬁ -h’ yo-%' Y, - Ce seraaussi

@
laformule de récurence.

- ho e, h, 06 A (i
EtF: ¥in =Y +h y§0+zgzyo+h gyo+_2 yo;:y"'h yQ'? Yo-

Il ne reste plus qu’ adonner les formules tableur et découvrir le résultat.

Fiw Fzr Fzr F4 FE Fa* F7r FB ! A
AR AR A N ’] C’est un peu chargé, il faut une colonne pour f, une pour F.

=ul (A E C [u] E F 5
1Hu'i i |t Blzinctyrel Euler: f: B2: =E6 B3: =B2+E$3*(-C2).

i 1 BlyE B o S Co- = i .= "
063 1.| .063Pas h |.0E63]. 06296] F:C2: =E2puis, C3: =C2+Es3* B2

S1EE]L 998 ] L 1REYt T=-y L 125EF[.

£189).9881]. 1887 |y '=7 187EE[.

202 9FEZE] JES1g'D 1. 24934,

315, 9604]. 3125 L SESFE .
EAD AUTO FLUMC

e Eart ] & Trame el atare] | PLMed.f: 2: =E6  J: =J2-E$3*K2-E$3'2*J2.
s W1 B kL F: K2: =E2  K3: =K2+E$3*J2-E$3"2*K2.

rect_drect_dltrap  [Funge_ I

1.] G533 0315 1 o]
LI9E0E. 12575 @943F ] 99803 L OET
98211188 L1570 98811 . 1255], 99
LAPERE|. 24951 (L 21913 9FE2E]. 18725, 9
LIEESS]. 31002 ], 2E051 | 96061 | 24802, 97
L4111 3603 3409 [ 94117]. 3E7S5], 95

:*  "Bunge"
EAD ALTO FLMLC

Rect_ d:f: G2: =E6-E$3*E2 G3: =G2-E$3*H2.
F: H2: =E2+E$3*G2 H3: H2+E$3*G3.

O bl bt n

e = i 0 | [ [0

2|

,_
i

B
F4

e = i A [ Ced [P

]
=
=
i

L
F3

T e e lReoranhMethloem |~ ¢ [ | On peut remarquer que sur [O; P ] Ies approximations sont assez

proches de la courbe de lafonction intégrale.
Par la suite, les divergences deviennent fortes (ce qui est aussi
fonction du pas choisi!).

Doubler le pas pour le méme nombre d’ opérations (intervalle doubl é)
est amusant...

EUL_SIN KAD AUTO FUNWC

X. Point de vue higtorique :

Ceci n'est qu’un apergu..., |’ espére ne pas oublier I'un de ceux qui ont cavré al’ émergence, a
I’amélioration et la théorisation du calcul infinitésmal puis des cacul différentiel et calcul intégral.

Il faut rappeler que le développement des mathématiques est une longue histoire. Que I écriture (éventuelle)
et la conservation des théories émises fut difficile avant ‘I’invention’ de I’ imprimerie (composition des
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pages al’ aide de caractéres mobiles fabriqués en alliage, une amélioration considérable) par Gutemberg
(1440).

Les incendies de la grande bibliothégque d’ Alexandrie (Egypte) une fois ala mort de Cléopatre (30 avant
JC) puis une fois en 391 (presque tout détruit) enfin, en 415 ou tous les documents qu'’ elle contenait furent
brilés. C'est une perte réelle des savoirs d’ une époque.

On peut remarquer ‘une école Grecque' de mathématiciens, géometres, géographes, astronautes (entre
autre!), qui sur un peu plus de sept siecles (environ 500 AVANT JC 4200 apres JC) produira des résultats
remarquables et interessants (dont les fondements de la géométrie dite * Euclidienne’).

On peut considérer que les premiers travaux de ‘géomeétrie infinitésmale’ sont le fruit d Archimede (néen
287 avant JC aSyracuse en Sicile, mort en 212 avant JC). |l fit ses études mathématiques aAlexandrie.
Connu pour une florilége de résultats en physique, mécanique et mathématique. Un calcul de géométrie
infinitésmale lui permis de calculer que le volume d' une sphere et les 2/3 de celui du volume du cylindre
de méme diametre et de méme hauteur.

Puis la civilisation Grecque et son influence disparaissent. Alors débute le néant !

On trouve bien sur quelques développements mathématiques en de nombreux endroits, maisrien de
comparable ace qui précéde. |l faudra attendre prés de XI1 siécles pour retrouver une recherche
mathématique importante.

Un trou noir ? un passage avide des idées ?

Il semble que Ptolémée (né I’an 100 mort en 170), mathématicien (Grec), astronaume, géographe ait
guelques responsabilités (sans le vouloir 1), tout comme la civilisation Romaine qui en sept siécles au moins
d existence n’'a semble-t-il fourni aucun mathématicien ou physicien. Leurs considérations geéographiques
étaient smples... il y aRome et ses terres (conquétes), le reste éant LE pays ennemi. || semblerait que
seules les théories et les machines guerrieres méritaient I’ interét. Puis |’ église catholique pour son
obscurantisme.

Ptolémée mit laterre au centre de I’ univers, le soleil et les cing planétes connues de I’ époque gravitant
autour. Son systéme cosmologique correspondait aux observations des mouvements astronomiques
observés ason époque, ses calculs d' éclipses suffisament précis pour faire accepter sa vision des choses.
Cette théorie eu valeur de dogme. L’ église catholique la prit comme I’ un de ses fondements. Difficile dors
de faire de la mécanique céleste en améiorant les observations, les calculs et de placer le soleil comme
centre de I’ univers. Quelques tas de cendre en sont témoins. Demandez donc aCopernic (né aTorun en
Pologne en 1473, mort en 1543) qui par éude et reflexion propose un systeme héliocentrique (publié en
1543) mis al’index par I’ église, ou aGallilée (né aPise en 1564, mort en 1642) ce qu'il en pensa, lui qui ne
fut qu aune alumette du bucher. Par I’emploi de lunettes astronomiques il découvrit le relief de lalune, des
satellites de jupiter. Ses observations ne pouvaient que le rallier au systeme héliocentrique de Copernic. Il
serétracta (qui nel’aurait fait ?) devant le tribunal de I’ Inquisition en 1633. C'est pourtant |’ un des
fondateurs de la mécanique moderne, qui joua un réle important dans I’ introduction des mathématiques
pour I’ explication des lois physiques. On remarquera que Fermat (voir ci-apres) reporta I’ impression de

I’un de ses ouvrages acette épogue en raison du proces fait aGalillée.

Il est vrai auss que peu d échanges entre scientifiques sont réalisés. C'est pourtant I’ échange, la
confrontation des idées, |’ aide apportée par les autres qui permettent la meilleure stimulation pour avancer,
découvrir. L’invention de I'imprimerie permettra petit apetit d'y palier, entre autre par les publications de
revues scientifiques des sociétés savantes.

Bouillon de culture : ¢’ est ace moment que refleurit la recherche mathématique. C' éait dans |’ air.
Cavalieri : (néaMilan en 1598, mort en 1647) et un disciple de Gdlilée (¢’ est pourtant un religieux !),
considéré comme I’ un des précurseurs du cacul intégral (théorie des indivisibles).

Mersenne : (né aOizé, France en 1588, mort en 1648) fut au centre des activités scientifiques de cette
époque. |1 établit une correspondance réguliere avec et entre Descartes, Torricelli, Pasca, Fermat...
Torricelli : (né aFaenzaen 1608, mort en 1647) ce mathématicien et physicien italien fut un éeve de
Gdllilée. Il connaissait bien les travaux d’ Archiméde, de Gallilée, la méthode des indivisibles de Cavalieri.
En 1641 il énonce le principe de la conservation de I’ énergie. En 1644 il cacule I’aire de lacycloi de (par le
principe des indivisibles).

Descartes : (né aLaHaye, France en 1596, mort en 1650) philosophe, physicien, mathématicien, considéré
comme |'inventeur de la biologie. De nombreux résultats en géométrie. Opposé aux méthodes
infinitésimales ! il considére en effet que ces méthodes de calcul généraient des erreurs, et surtout, qu’ elles
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N’ avaient pas de bases théoriques. Dans le probleme des tangentes qui I’ opposa aFermat, il n' utilise qu’une
méthode algébrique, sans faire appd ades concepts de limite ou d’infinitesimal. Pour corriger larégle des
maxima et minima de Fermat, son procédé est tout de méme équivaent adéfinir la tangente comme la
limite de la sécante. ..

Fermat : (né aBeaumont de Lomagne en 1601, mort en 1665) est une curiosité... en effet, il n"aque
rarement publié ses travaux et découvertes! il ne travaillait les mathématiques que pour son plaisir
personnel, aussi, ses plus grands travaux apparai sent sous forme de commentaires dans la marge des traités,
revues, ouvrages qu'il lisait. On suppose que ma heureusement, un grand nombre de ses travaux a disparu.
Il correspond avec tous les scientifiques de son époque. Sarenommee, sa réputation et ses compétences
sont reconnues par tous. |l est considéré comme le plus grand mathématicien francais de tout le XV11°
secle.

Sa méthode des maxima et minima (extrémum, obtenu par limite du taux de variation), ou de la
détermination des tangentes, ses démonstrations en intégration (méthode des indivisibles de Cavallieri) en
font une pierre angulaire du calcul infinitésimal (je n’écris pas ce qu'il a produit dans les autres
domaines!).

Pascal : (né en 1623 aClermont-Ferrand, mort en 1662). Son pére est d§aun mathématicien..., lui est un
génie des math. Son pere commence par lui interdire I &ude des mathématiques, car il est de constitution
fragile (ce qui laisse supposer que son pére pense que faire des maths ¢’ et difficile et cafatigue ! serait-ce
vrai ?). En cachetteil lit ‘les dements d’ Euclide. Son pere le surprend, adors qu'il fait de jolies
démongtration (la trente deuxiéme proposition d' Euclide) il n'aque 12 ans. L’ interdiction est évidemment
levée... Pour ce qui hous conserne, ses éudes en analyse |’ ont conduit au calcul intégral pour évaluer des
arcs, des aires, des volumes, et pour la détermination de centres de gravité.

Newton : (né en 1642 aWoolthorpe, mort en 1727) physicien, mathématicien (il enseignales
mathématiques de 1673 a1683), il publia peu malgré I'importance de ses travaux et découvertes. Les
‘principes’ (trois lois du mouvement qui sont des généralisation des conceptions Galiléennes du
mouvement), sont les bases et fondements de la mécanique. 11 crée son propre calcul differentiel et intégral
(écrit vers 1669 mais publié seulement en 1711 * Analysis per aequationes numero terminorum infinitos'). 11
S appuye sur la méthode des tangentes de Descartes. Ses calculs aux limites s apparentent au calcul du
nombre dérivé.

Dommage... une mauvaise querelle avec Leibniz (ci-aprés) pour leurs travaux assez semblables en calcul
intégral et différentiel que I’ histoire considére menés en méme temps, sans plagiat de I’un sur |'autre (ni de
I”autre sur |"un).

Leibnitz: (néen 1646 aLeipzig, mort en 1716) pas trés féru en math au départ, il S'y met sérieusement
vers 1673. || découvre aors (seul, sans Newton qui vous |’ avez lu ci-dessus |’ ainventé en 1669, mais
publié en 1711 uniquement) le calcul integral et différentiel alalecture des travaux de Pascdl. Il invente de
nombreuses notations de simplification, expose bon nombre de formules de différentiation et intégration. |1
établit une relation de réciprocité entre la différenciation et I'intégration.

D’ autres aors contribuent un peu al’ cavre générale. Les Bernouilli (Jacques, Jean, Nicolas |11, Danid,
Jean I1), DeL’Hospital, Taylor par exemple.

Euler : (né en 1707 aBée, mort en 1783). Son pere fut un éléve de Jacques Bernouilli. Quand il entre a

I’ université, Jean Bernouilli remarque ses connaissances et aptitudes. (bac a15 ans..., premier mémoire a
18). Ses prédécesseurs en calcul différentiel ou intégra se sont appuyés sur la géométrie, lui formalise
I’ensembl e des résultats et I’ applique directement sur des fonctions. |1 éudie systématiquement les
fonctions élémentaires, apporte de nouvelles notations (smplifications). Il utilise la notation de Wallis
(¥). 1l sait qu'il fait des erreurs dans ce qu'il écrit, mais, les fonctions qu'il étudie sont suffisament
régulieres pour ne pas poser de probleme en général.

. - . , 0
On peut sursauter quand il considére que puisque n” 0=0alorsn = o’

ou partant de (1+1 =1- 2x+3x*- 4x°+5x*- ..., en remplacant x par 1, il affirme que puisque

X)?

@ 11)2 =%, (cequi estvrai!) alors 1- 2+3-4 45 -... =% (ce qui est faux) !
+
(afinir 1)
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